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05 Kyodretisko Frer

JO. |
En velser i ko Skrives e formen P (X, 9)
En velser 1@3 kemn Skyives 5 formen P=(=,9.2)

(Deﬁsa ox e:nempa( @3 I@f&CS',BLa\ leaordinater:

Avstna mellan Ponktena P= (o 96, 2.) ochn Q= bﬁq,i,L) Yes aV T (XKe-xa)+(e=9) + 22" l

Eax
Ot Bo1(z=D o et Plan i rymden (Lma{@)

z
| Mer alfwint ke wen betaluon obielt givna au elyosiones  £ioc, 92)= O
[ Iypizhe Som e Br e Plan T en sfEr Med e 1 odh cervtrun
(50, B0,20) T (2C-a)+ (9-Yo) +H(z-2) ="
j /{
e
A
Her fosologiske exenpel: o+ yhzt=0 rs(0,00) -
/ A
Ca
Kan vara fler ekucssonel  zct+ g 21 zZ=75
= enhets sfar Plan
—o

Kon acksé ha objeks au olikheter O Iracz <
Betrakin, extremnvardens for am £ en kanslo f5e ovjelktes

Ex
A2 =1 (star)
X3 =1 (Plan)

D@n GrlLd I @Ic«n@t atd=1 med centrum i(P\mILtenCi,q/z,O) med yocdie f‘i

105, Kuedratiske, vtor
Ded: En Lucdratisk Ytew ax et Jeometrisks objeLst beskivet. au en kuedratisk eky

A By +C 2+ Dxs+Eaxz+Foz+ oot Hot LTz +J)=0

Cuedratsske, veer lommer esatea’ ' i eadorvevedlingar  Om £8—=R  fons Taykre
P & Poce)+ £ (e o) of ey ST

Andrederivasen  kentrollecy™ om o ar Lolodb Mmoo/ Min
med en  kuodratiSk term  som her formen aw e kodransk Yie

Ea

Y= (x-a) = xX*-2000+cs (t9p en Povcbalisk  ¢ylinder; sakned Libe somn kommer PE Nasta Lsrela.)

(o)
z

| floo. vandbler ersats temen )



1O
Def 1 TopoloQisko. obielt §booll au Ponkeer mea austénd < &l Ph
En ménad ScR” \
“En omejvning ou en ponkk Pl @ en manad Séﬂiﬂ Som @ Pé Lormen &(PF[Q&VU 1P-a0 ¢ L
Ex: N=1 owet mervall ==~ (O, V={xeR 6 0¢xc1?
N=2 &PPen disk
N=2 oPpen Ofar
~ S & oPPen om varje ponke , Pes, hax en omgivning  som Ligger 1 S
Ex ' En omaiwing ax 3Ppen.
* Obiekt som ar Gvne. cv Striluwe. olikheter ax TP
Viksae e keneinuitet
“ Lomplementet ayf S, S, ar alla. Punleer, PER som ime Lreger | S
* S ar Juten om S ar oPPet
Vibsat ongmermﬁSPwobJem.
Ex Objekt som beskrivs au icke-strkee. ofikheser, 6<P< o
xS ar begransod o SEBO) for néSot T
Ex Y=2xt4 &r ocbepransod
oY= r begransad
o pﬁé’\? & en fandponke  Hl S om varie omgiviing il P mnehider béde punkee fén S eth
S
T 2C+ 9% hac vandpunkter 1 form qu Cirkel som innesleer disken.
oy Y
“ Pe®R o en inrefetre punks 6m P hor en omgunmng Som  Ligder | S8

11y Vekterfonktioner i en varsiabel
Om v will medellec. en @Fﬁh@( Som YO S rommet/Planed  aivtnder v en sasvanabel (£) \id
tideunkt t befime 579 paatikeln S i T (6= X(), 9(6),Z (0= L r9rzwk
z
Positionen 9e2 av T(t)=ac)r+ 9+ Z(e)k
Hestisheten Jes av 9E- vt
Foden 9es qv [V o

Accelecctsonen, ges av SFe= (k)
NSg

Ex: T(0)=(+,00) och TW=-(£,00) beSkiver s en QDoﬂw'L@J Som vov 57 langs -
caceln | . Tots desto. Gr dester g oliko. Poutiklar ty hastigheten skiljer dem

Ex Rélna or hegtighes el accelercton & Tt)=(cosco), sine), +)
2

T (£)=( coS (), Sn®), t)

V)= T't)=(-3ine), costo), 1)

O ()= (-cosk),~Sin@), O)

X >

Notem cuts )mw}m:@a#’e‘ﬂ Den & si9 clitsé mea konstant abSbelopp Pl
aceelecttonen trets G fwren Fw=TZ @  konstcant



W7 € T=(ug,ue, ) Skalarprovkt: Te+V= Uavar Wtk lovs €8
V=(Vn, Ve, V) \/€’<W‘Plbd)kt- a*?ﬂ:%%
Nove U= 0T = Juvig o
5@6
L& U con v vae derverbars. fnkeoner R—© De geller: o) é%(uw%u&v’
Om det Tven gaher cttt Y R—R ax deriverbal b) Se(hu)= N !

Q) djT(U\'\/>= =V +Uey!
) Selxv)= Uxv + uxy!
=k
e) ar [LOE)=N () W (h )

Ex | exm/d owen VoI fezen d)am%cch (lm:ﬁ) Konstont fare & 7))l ar konstant =71rie-rie) <
r) - r'ee) ar konstant <> J(r‘&)-r’c@) =0

Eokgt ©) @r %;(r’&wr’cf)):(”@-r'&)+r‘&)-r”&>:Zr“ct)-r'ct)
Sorsts Faren ar alksd  konstent omm accelesationen ar vinkelrat wot hestigheten

U2y Korvor eoh Paametrisering

Ex 2 plon @A) 2x+un+52=0 Sﬁid@t melley P’O‘V\M' ®-= (4ot us1 6z )-(2x+ 4o+ 52) =
@D Hx+yy+bz=0O XA+z=0 => XC=-Z

,nSa?j(:ﬂ]ﬂS i @) BxtUYtB o) = O~ I Ix
Lét no <=t —= 9=t z=-¢

Allese ax (9)=(t,1¢,-€) en partikel Som rAGr Gt
bonan  Som @r Snitce o Hanen.

Ve,



1.3 Ruometasering av en kurva

Det

T(O)=(xet) 90 z¢8)  Paametriscros en karve, £ iR om T exabt &5cher upp £ Den
&1 anedesa ime tre b flem génaer

Ex

L 2Y=1, en Paemetrisering  4eS av Teo=(cos(), Sint)), O XL etter Le(TT, 21T

Ex
NEgot som inte &Y en puometriserns cv Samms L &r ro)=(coste), Sin@) te. Detton
ebteson T taflowr ponkeer fer an en gang.

P ® ©
Retrokee =nittet au Panet 1T oct9+2:3  coh den elliptiska cglindesn: Har 3%4

@ Cylinder med \iodwcwﬂ‘fb Z. Ett Utteydh 9eS av (TS st Z).
D Ger alt z=2-3-9 = 3-2COS()- D (+)

Allesé Jes Parcmebrisenny v Ter) = (3 cos), 3sn (4, >3 cos(W)-3sinw) £ e[0,1)

Kol & had

En slen och begransed konve, £ har obest en Lared. [Ll-Lansd for en korua.

a/_vL’“
Arresy atk vi hor en parmmeisering Tee)- (cct), 9e) Vod ac Largden mellin  cu ech +7
S = kwvlar@am

Lt \n

AL dS  Liw S(eh)-S0)  avstdnd mellan Mls+h) N
Vod &r 5(&)7 T = o0 h s oon (), &ejwt%mﬁgh’ r(t'f—h) () FV () h

=2y )= 10w, S@=Ir @l sw=SIrelderC Bfesom S0=0= (=0

Forlang mea ot
At

Formely for ousend mellon (&) och v(t) lomme vare
OO Sedan intedrerar Vi O £or Scommon Yesultodt .

Specallatl 3-Fe) @) de- 1 red doc

L&ﬂﬂden mellon e b Famretnses ¢ mba V(20=(2¢, £( )

Viks7gt: Med faemetrisesind)
Ex
Rékn vt Lznaden meﬂww Hen 1 oon & for den Paametrisecde  konjan Vo) (€ 2%, ﬂ,ntt)) endigt
formeln: /ey 2+ (3 de = I ot

Kuadrat I<om<P)@b{e,@ [T T L= (ijé)z

21/ (26+3)" dt=, Zﬂ clzt:[tz*ﬁﬂ(t)jj;6”'1*2@06:6%*7



2.1 Fonkeioner iKﬂUa variablerr £ Nwvéyter/ kurvor
Vi bestakser fRR mm

Ex
IR -1 o=t Ger Poblem om X0  ty det ar jOboig3 ned kowl?le;cr« .

Del
En manay UER' &r en domén ege definisionsmengd 6il £ om £ UK

| exemplet ouain @ Maximolo dem@nen alla = SG. x50, dus intervaller 1,10,

Del

En mangd VW o en mélmangd om £ tor sina virden i V.

Exc 1

fioc,9) == .
TComan: Alls (¢,9) sa X9+ O  dus K\ origp
Helmanaden: Alla pasibiva ted #O -0

f R\ ongo—R-0
Carofer 4l fimkerones FR—F

n-1+ =0 N=2 f-WfaTQ) ex att [ o temp 1 (50
Vi kan fomstalloe detho. yediske som  z= temperator -£(,2)
2.

Om v har £—=R hor 961 vidd?  Jo det &F Ut med  H-dim bilder <& Vi Sk ppeur
GWt (it dem Och anvander 0SS av NiVa- 9ter/korvor

Def

Om PR =B es nivadwina tll £ v ¢ @ ala el sa P)-C

Ex
fleg2)- (K gnz), R— R
Vod &r nivédearna?

fie,92)=C Por (01,2

C=0, fe,32)=x49%2=0 dus x=3-2=0 -
=1, faso- 1 dvs sfar med =1 O “b)
=2 Feesz):2 — —EZ o —



Ex

B en nvikurve CR—R , foc9)- -9
Nwg ¢=0,1,9

(O xtg=0= (c-g)Xmxty) ==Y -

CGT b= .

(Lo xRl o Yt
B N

2.2, (orénsvarden  cen [onsinuitet

Dette. ar den teoresiska. bakdrunden till Parbiesls derivarser (Vi kommes formodkgen mie
anvande. dem s& mychet..)

Koﬂb‘nuefﬂjﬂs Vi kon rie. en Smg e ast L9fea Pennan, ntuitive

Del
f U —Vek

Vi sager Gttt @en fat)=LeR  Om 1) Vorje omguning 6l (G, imehdlier elewent i dowan U.

2) VO TEH0O so om (x,9)e 0 0h </ (sc-afo-b)7 <§
= [f,y)-Ll<e

Vi seger ocksé att £ o koncinuerdiy i o(ak) om v £(oc9)=£lab)

T gransvarden Vi bestkten existerar inte, oo da & vi visa, deb, eller kam Eterfsims
(PG et s-gromsvieyde &én envanabeln

Ex
p(x;%): %

e Fx.9) OM dvansy fnns =2 Ska Gemnstere asta Valda Linjer, teaxc (o, kac) elter (ko)

ha sammo. aransvarRen vid inséttning 1 £ dé x>0

’]/e%’to‘\» (x,gx) f(ac)‘j): %DL: Jg

(:x J?\I) 4@(1,‘3) = /IZ

Speaelt d8 cc—o fér ui L chka uifden S& gransv. existens €.



122 Kontinuitet: ech Grnsvérden

For delinonen v it fo9-L €R, se MVA I3

Ex Fimsoooe =5 o

Testa med il valda Zijer  Test 1 4i(a,0)= Plc,or= o= 0 = Om grensyarde finns &r et Lila
- meé O

=
— ﬁ._,f

?C
lest 2 /@‘ (ac 2) o f@c )= e TS z

2O = GV existens ef

Kedler
Lée o fw-L  OCh @& 9,9 =M
D& géller &jﬁ'(mf{ﬂta/b\’% :% , =0

wotwe (Fra) = LM

Lxgﬂﬂm,b) (fo)= LM

xX-3 2

N Li ==
Eoe Vod & %76 =v
Granser bor x-9-0 , X-9=0

2 xX=9 _ Gew L Lim L
Pae tjll (I“r 3)(1 ‘:j) i L C R e N ) £ (4, 9)->(55) xty (O

X2

Ex \Vanant Pé @cﬂmP@J ESs
Scd;c istclles ((1 W= irgt. Fims 9V (Q,O)7 Nofem otb X< xhy
| %% o] <| &< 19ls v

Bevrs Lor at gv ar O Guet €50 kan mwen = §-€ oc)nola", om
— 2
|, - (0,0)= 1 (o, ) |=acry” < § = | Zx-0]<§
1 ]
€
Lim Sin(xg?)
Ex Vod ar eoven = ! o
1 Livna in(t
5@@ =ty o Snt(t) Lt nt =

12.2 Po(b'dla denlctter” oth  tengemplan
f'@l—ﬂzj Lo, Vvl ha et mete P hor { andros SY i X e Y- rikning.

(Q b)- huvw w

Lim f&,b)rk 7{ O b)
aa(&b) k—o

Ex {f(o¢,9)= 329 -sn(0)
o

o
£-7  Y-vonabeh wlhes  som kengseat. &~ D AXI- o) 6x3-Cos(x)

of _ ot _
577 2 tolles som @ horgant, 35 2t



Eoc 9= x*s
etrakte nu Lfxx9) = DCH(DCM): x®y

Det fons w8 sow cer ol & %ﬁ%ﬁj

2) Sate vt -y 5k (W) = Luy- 220 0s)- 258
Owv o convénder definicicnesn Som gous ovenn sledl S o dedven. | Pavse vorabeln, dus den
Som kelles  n

\5’6&0{@6 }4Qm Jp eller {; anwandes v i—i oSu
Mon kan fovesctis denverc Parbeut _>:q1
0 -

— P17_

Savnmamﬂmnms o 2.4

Alle. Viordae denvorer, dus o, fr, ., &y obemende av ordaing L= fia= L
k<
Ex Lit Pew- € sncky)  Rekna ve L £ f vise att £ fe=O

L= (8 L=l ekx cos(k)
h- ke (sinky),  fn- l<16kx( sin(ky) Lra= -1 &% s (k)

Al 5)= b fus Ke™ sinkd- KeFsin(k9=0
D&bﬁc\ o est exempd P& en opeoder Laplace-opercsorn. (\/&vmcﬁe&nv\ﬁsekummﬂ Uttun  dsbeommde)

wh@|

En vils™ tllawpang av Poviella denvoker T tengentplan. En vancbel - I- L)
S-fla= f(a)(vc a) &aX t&n\zj@/vtbmeﬂs elation

Vi uill Wodaerc. teageatplem tM Fimktionsaser/ Yafer b R -R

z={=, 9) /

Vi behavar ©8 veltorer Som Spenner upp (P(ovxd. | Atlet  dimensom 1, f)(DO-W.

Ta \/C’Jotorm Som Pehov &t hor £ Vaxer ix-led Dys, dettee bestams av ﬂ/f_af av

Q ax, (T O fﬂ)

9-Led. ;L (0,1, £2)

Hor fov viout t&nﬁo{rqﬂo}’ld bin dessa ui”? Jo, Vi tod vekterpvedukten mellom T ech T2

I
£e

J
|
o 4

=(¥1,-(‘fz),>1)‘(fq,fz,ﬂ) = 7, plonet gir genom (&, b, fan) =

)
°
|

o T-
L) -a)r fala i) 3-b) (= £(6,0)=0  ar omsé tangentplayets ehuaton
Ex Pesem tongemplonets ey Z-f(9)7 x*9- % ponkeen (1,1.0)

= 25c9-420

Loz " 1 Jdé (K,“ﬁ>:<'|,7>>> L= -2 ,‘pZ:T =5 Tf«vmﬁw(p\an' -200¢-1) +1(3-1)-(z-0)=O
S -2o-7="|



Ex z=9=Burc | Vad ar tengentplanet i en punks (a,b, AarBo+()?
Vi ska £ sammc. @lan 1gen

f-n
-3 i povmd Ao * B(_U'b)’ (Z>(Qa+f’>b+C>>: O

Ao fet By-Bb-Z + do? Bb+C=0O

“=>
Ao 1B +C = Z QED
Envasicbel faliet o L)~ ey iah D2 bore f(ath, brk)=Fla,b) +4i (o) h+ (o blk
Bt G lerruny
tawrj{;‘v:\l;”msc?xmw %./M om OwmSleriun N v tengenmplaners ehycsdton

h=x-c,k=9-b om (h k) Litet

HL ar en Linjbrapprox &l flz9) i ponkeen (6,0

2.5 Linjde. cpprocimationer £ Denverborhet
Frega: Hor b &x den Linjare. approsim ationes) ?

(E limjave. appvox
LG, ork)=Hi( b]hg b)k - £ (ce)
© . Li Gith Jork )= o, bl fu(@ bk - £(G0) _
f=, v Gl dedverloar i punkten (a,b) am (mESo) Nanca

Télaren G&r snabece Mot O AN SR+ => Amnar Scrt azt séoa att Lin app oy b

Sats Y

O L ocn b existecn £ ar kontinuerdis i en omgjuning il (0,0 = ar Jdifkrentecbar i (ab)



12.5-6 |

Uti fren tongentplan hor v feit Sk lmpre. approximatsener.

‘p (0,9): {mz%ﬁ

o
langemplanet il funksonsywn == £ | (c,b,f(cy) des av P (a,b)(ac—a)+fz(q,b)(3~b)~(2—€(a,b>)’~0

Lm “ﬁS@ﬂhj@ﬂ ges av LGk, hik)=Lc, o)+ (a,p)h +fale, vk
L (o, 9)=F 16,9+ (a, D(oc-a) +f2 (o, B(9-1o)

Deriverbarhet @ Linj appx ar “bra’ (sma fltey mer)

Sats For att 48 f&n den ena fomeln il den
f derverbar om £ L4 kon cinuer £icya, andia Sauns X=0th, 3=b+k  altemativk
h=oc-c. , k=Y-b
el
fR- Q Xﬁﬁ”@
POME=2' D) X(e)- 55 5

Vol £8 by Smler £5c %f(u(s,t), v(se) £ Sz (ulse, vise) , u(s,t):ﬂf%ﬂ? V(se) =R
Ikt om wen vl gee. Lordcbd byte.

Hyroees: a=b = (6,00 Vivit vise ate L(flu,v)=Le (Lu, Lv)
U(0,0)= V(0,0)=0

w(s,4) = Lu g—s$+&tt

V(s Lv= 8555t (Retrakecs jag lmJ‘eﬂSermgw map (LV) & (S,1).

Prlf- gl sfe- o Hva Sl lv= S(82oe32e)- (% o3t e)
of ¥ Ld D
Jamdar v urryde 5 £ D Lﬁ[&“ﬁ*avaﬁb (%— + v aTt>t
o L=9ls 2y
P#Le, men om £ ditf => L0+ fiten felrerm Feltermemc  kKommer inte spela ndgon
= Lu+s — 0 rolh Lfor Somman Sawnngen  =>
ve Ly — S-Linj6it. termerna. L t-Zinjare  termemé.

M ctsveuenr  Voreands T

== Su o357 v s
&nga_uweéé_v
ot~ dw gt Qv Jt
Ea

Triggeten wmha ked; eregeln

wp(u,ujz WHyT, Uecost [ v=sint (ingen s-vewicbel)
flcost, sin)=1

il wse att denv  t @r O=> flcest,sing=konst. £1  n test

a»i,aiauéaiav 3
3t ou ot ’a— ot

oL

52U d\/a = 2v } 3t=costlsnt) +2snt cost=O  Caso=1, SINO=0
v

otT ~SNt |, 3t T Cost



Vnerdigyare %&Yfe&ﬂlﬂﬂ ad Homeln 1 Linjdyo dedlet Alo,v)= AxtB
wsH= G S+bt,
V(S,6)=CcSrdt

Vill \mo deciv cv sommansamtningen: f((s,4),V(5,6)= AlGs+bt)+B(csrdo)- (Ac+ B)s+(Ab+BI)E
=2 as Act B ’}
“Ab+Td J Inserening ay T bei tier kedjeregeln.

| &8¢ P’Tﬁfﬂﬁl
AR —T Ms,t):ﬁu(s,f))v(s,tﬂ

M au venLida kedereoelm
WEE) e D[S B Vegermeln dlaokdrea o
S ot

=

“ -+ 2z 2 —C 2 2
%eﬁa(mo %(DC +9, 30“%) L %9 (DC *U;I*ﬂ> I termer au 101 el £z

F_of ou, Ma OF o du  of pv
< 3 dx ?Tx’fw%ctﬁz’l v St =1 29+411

Tredie g&ngen.....
Keﬂ%ﬁﬂ?@dﬂ enl. bolken i en Vewicdid

PR, e, vavi), fms inget's

act> ( (\)tét), \/(t)) ) o (u ( (U\Qt‘) V() (1, drev ovE
i 3 t+hg—3 t L(wltrn) v t*\v\ e +7
. d3y w 2a39

=~ h-o W—0 F(u(t ), VCe+i)

L LU e+0), vum) LW (k) v CErn)
h—0o U

T Ando termen B en vanlil Sommansak
av vew-fonkgonen = \/w\lﬁ kedjereget

= Pndre, termen = auaa_t ov dt

~> Med !Zﬂ:t wlule foste. temen

dlA dk
Ex .
feuw)= Ly , Uscos(xcy) v=e Vod o }}Tﬁ L 59
s%ff 5 - - Y(sin(xY) U= cos(xc DE(-9 5in () cos* (s e
3= PSS



lden &r ot Linjcnisenngame ger oo CRPIOXIMALTONES  Som U Lt Aen Yeomesr
Ved pebyde de?
. AU du Matisen G en Linjdr adbildningen
ALS )= (s, vist) B = d%(gf §j>/ Melfan tungentPlanet Som def oy ol
Syt U e

Devter kalles Jocolimatrisen  av transtormedssonen (u(s,0,v(s+) T—12°

det|Tll= Jacsbiderminanten,  den méter hur mycket Volgmen/arean éndres ndes aubildningan
(Funktionad deter minanten.)

Ex
H—(O b) (O,‘)/ - M ’ W WL{% H/—* \/O\jm/mfeu@ndo’nﬂ dus cveen aw (Pcw/jeﬂe)jmm
Lo d /;l >
10y
E::c
I:rcoSOkg Polarc, koerdincue, \J i
J=Y S Gacobi Matisen M e derM:

o
R

%5y

v = o CO3K —(Sinoy
(o) (56, 9) = coson, r Sed) M= < 35 > -
. /_‘3’ = SN TR
VX
& e}

Olﬁi M- Lcosov rcosx - (- [ISUI%S Smo&)} =\ (coszzx +3i vﬁx)-‘f

1221 Grodienter celn Rikeningsveluteres
Det

VWP:W )fz): Iodienten Gl fuwkb’oneﬂ ]p @2‘)@

Ex
=x VU oy s
Jocobimatrisen M far (u(S,t)J\/(S,—Q M: (Vv) \/= (ﬁ *EJ)
V(i -45))
Ex (CX) Alz.2)
flo, o) d = V- (2x,29) ) Nows c venton’ ax Ovgoened
| Punkten x=9=2  kommer VH(2,2)= (Y ) ) tang%@%‘,eﬁ B E kuvuan

(HT) =+

Exc
fxx, =5 297 9odienten i (1,1)

Vi- ( 5,3) = Z(1N= Br3-F=1

Korvan 5x+29=% ar en Wekorvow U Z=1. Veloter (T’S/?)> & exalkt Vorwaley) +ill
Lorvan.

Sas

Vi, b) Br tho\@onol & tongenten il nivé korvan z=Llx,0) Lor bixt 2,9 o)=feen)
Om o) +0



E_Oﬁ&cﬂ_ﬁ’i relevene  Mivé korue
Z=x-9r  (0,0) = Vﬂ(Bxﬁ—Ztﬁ)) Z=0 =" => 24"

v konstiy nar wan (ites 5
Lorvan Y= - : 5
Dettee &r en sin vl 1tet,
en Sk spets
10 5 AT
-5
Deurs

of 9 _ (>t ot
02Xy oF d9 of ok j‘éj(/&ﬁ)rifo

dot prodoct txentvelber,”
N6s4r 9 heten

=0~ = 5¢ ' 39 st

B@&(&M@k Z=C~= ‘?(11\3& AYVECAS Gt W hw en PWGW\WSQH@ Q: ‘F(DQ(JC),UCC)): JCOHSt
dc Ny



lcg' jereaeN
PR, s, V(o) =R, Muo,v) R-R

> ofau, o ey
Deriverlocorhet => §5= Sa 55" o os

L PR VI Untsrs), PSS RBE

Sats

Om Via,b)=+0 & v b Oﬁ—éjomou{ Mot tengenten pé nvékuro = Fla, b)=f(x,9)

Devis
Foramesvisea nivé korvan med  ((€)- (X(ﬂ,&j(ﬂ% () = f(oc(t), 9(1) = konstort = derivedt= O
Kedievegeln scger Guen G viao - (Xw), Y(4) = -

(@0
| ! N Host
= (26,3 ) ~E(0,0) Vid

Giradienten  komner hjdlpe, oss farstd hor £ vixer (Like dervcden @ envanabel)

Antad att v hor en (uning  (0,v), Wii=1, dus Langd 1 Hur Snobet sker £ i vikenngen
(U, V) fren punkten (G 0)?

9e)= flartu, b;}cv) s oo
9 0)-[kedier =S¢~ I, oS {550 - i fay= Uﬂ,&)' (UM\/)" Vf(a,b)-ku,\/)

Det

Lininmeqvosen av f i iktningen O=(U,v) Skivs Som DEf = V(a0 G

V{0, 0) 0= | VEiwo)l| Tlcosx , dax o ar vinkeln metan vektorernoe. O T £ Vf(a)b)
G orsospnalo. dindras nte £ alls (cosu=0) ™~ dvs T & en tangentveltor ill
nivékorvan €= £(a,b)=£(o¢,2)

Den ikening glafgr £ skewr mese ar nar coso=1, U= Fv‘ﬁ'rf)@l, Oth  den ot megt nNar
CoSx=-1, W= [vEiawl

Eoc —
Z=oey | UR2x,29) 2=~ VA=(2x-29)
vl
=T (E)
Thoe,)=-2(x¢,9)
Q&@ﬁm@ﬁi__ Fur\ktionsytcf: Z=f(a0,9)
Vod &y tonfjervt?bﬂﬁt il Ve yran P=(1,1,1)"7 Nivtytor: C=f(x,9.2)

Fonkonsyia ger nivesta
303&:_‘22'32‘1650 “—Nivigec, Formel #ov tengemtplones 61 9(x,9.2)- 0= fx,9)-2.
Z£= }_Q“!T é—‘FUﬂkf\Oﬂiﬁ-& Normaden ges av D3=(31,9L,93)=@1,p2;1>

For ce komme frén fonkeonsvten 6l nuégen
£ 6035‘601 Sdatter Mo F(e,9,2) = £¢,9)-Z oon
fa=-bz=-4 % 60(21)-4(Y-1)-tz1 =0 titow P& Nvén Fx92)=0
Lz=-y9= -y J



Ex & (127

Hidol en tangentvektor Gl korvan som Skérs wt o Z=X-Y, CYZ D00 | P-(-32,5)

Foometn sem. skarningen, 1(£)= (2w, D, Z(0) £ T'(1). Svére it porc Skermingen,
Hicte. tengentplon il yeorna £ Skémingen (€9enthden &r det wé mormaler sl Planet nan vill he) =>
hitte: velser som &Y Or¥osoncd met dessce Ny € Na =2 NixNe

F= Z—D:Zh‘jz, G=xdz v 30, VF=(2x,29,1) = <6’ 4.5)
VG- ( 9z, xz,x9)-((0,-15,-6)

P

k
-1

-6

N1 «Ny=

=-9(-ug+izek

i
¢ -
lo -

\

" £

29| Teylerotveckling

TeYloruwecklingar | en vanabel, Om £ ar l<+ﬂ£k33r(ka)lem/er bor fuplwion £~
\ T S R U ,
Py Lol £ o) o3+ +f (o (0 Gt Aefeerm

Vol 9éra. Néget Lncnde  For Punkmoner | Plem, voutebler Tglorowecking
Antes att v hor en velkter T=(h k). F&h k)= F(£)= Flren), (brik)  Ssker Tudy ront (o)
()= F(oyF o) o e D52

( a'('bwk)

Kedereoeln Fo)-F 55 R 552 Fhik k=<7F-(h,k) = VF-T

Oh Spedielit om 0" T (0)- VF (o) Th

Dol

Festw. ordnngens T-appx till t i P=(o,b) ges v
Pl arh, brk)= (o, b)+ Bloyo) b+ falon o) k
(o, 9)= fla,b)+ (0, b)(2c-0) + f2( o, X Y- b)

Siavklart finns Peltermer, «O(gc,a)#;ﬂx ) P}v an f& Oittre  cppoc tor v hagve o@ningenS
T-oty. Om v sewer S v - (o2 h+Ss k) Flt)=(w-v)F)

FOL)- (w-w) Fe)

n . 7 ()_+ _2_ S° N _7- z Y
Far amt £ Flo) sé& kan vi rdkno ut (UyV)‘(\(\ax l(aas)_ W = th?ybv*ka—aﬁ

Slotsats F'(0)= ik (@) #2hk fu (G0) * K (0 b)

i

P (6,5 "2k Lo () K foz (a0)
2 2. ya

Andrec grodens T-appr Jes av: Q(&m/ b+k)=1€(a,b)+f1(o"i>)‘f\+fzﬁ(a‘b)k+

Hzacn efeec bommer v Utstbes P 3-dim weanser osy.. Vardsr  meutrises?

D”‘Lj E{: %ﬂﬂ[h] - hijﬁ (o) +2hkfie (aib)+ |<£1012 (b

Matrisen (Som bestammer den kuedratiska formen) kodlas Hessianen
Fver s Pie)- o) FFo) s 0 T e
1o h Hesionen sager wacket om  krskningen/mac/mn et
Flaonbrk) = F0,0) + f-(h, K)+Ch k1 7 hess[d 9 ‘



1291 T-utv far fonktioner oy —=R

16 ordningens apprese (¢, 9)= P o) (0,60 -c) (G b)(9-b) i (G, b) by ez,
B (ath,btk)= fa,0) - £ (o p)hifa (6, 0k

Scmme. sk som Minjeniseangen i { ¢ (ap) Li-®

Vod ken sz3cs om 1-P7  On | (9)-(6,0)] Liee 5S¢ bo@e il wan ottt 16-R| Lizet Det
har &r ok om P &Gr ditferemtserber  Pler gr

Linn  Florh bei)-LE .
0 ar differentserbor om Ghsko — ek ~O flaon, bik) =Lfndgor  som g4ar Snabbare

Mot O &n e

Felteysinn
Specielit om (hId=(0,0 & Flahbil) = P () rO 3
RN L@(Q.@ :>(h/k)‘:@/0) Liornbri) = £(ob) dus £ lom (cuo)
flab)

\/rkﬁﬂt\
NowmerZke appoximekioner  Hur rélner en dhber we Sin(0,01) 7
T-oey! Upekatter felet som Pes mha medofviydessessen.

Desto Langre won gir desio battre approsamationer | den hér korsen néjer vi oss ymed
cd 2

Ex
f(c,9=2+9"  Prge R(0,0)

%YW\@("-
B (2c,9)=F(0,6) +£ (b)) H (0 o)(9-k)+ E (B (o b))+ 2 L (o, b)(acfa)(&a—b>f\fu(g,w)@-b)1>

Vod & L4, f1= 2 £=2 .20
&: 23 &2*2

i (00) B 0+ola-0)+0(9-0) +2(2-0)' +2 OT-c)3-0)+2(Y-0F )= +y?

Ex
fc, 9= r229" i@ (0,0
fr :27@‘361 f”: 7 10\1: 69 I (O/o) => FFO 'Fth . )
f1=29+6x  f22-2+6x {20 b=0 sz=3(1+j
=2 SLomine VEYQden SOV Lo
E—
fiz,9)= 3" (19)
‘p1:‘59CL f//: -Eoc 'Cl’L= O fi--3 £!|:_6 ‘pw_:Q => \Ws&bﬁnmﬂ o

R

167,: 7\3 rz’E 2 102212



N\
Kapa au metoden” kon apiances om  dicden Buerstiges +vé om wen g0 en omskivning

Ex2 owen S=oc-1 } 9= (tm)z»6+’\)5= Erlery (S +35% 25 m):Zf—}s*tz—sszyf/ kApaN = .
=91 209-1) ~3(z-1) o= 1)~ 3(x-1)°

L& 4o Rscals T
tricngel i9en.. 1 2 ]
1 5 D ]
Ex. T4 6 4 1
B ot sSn(cezs) i (0,9 OV

AT Anvind Pormeln Fas L kvesessis s,
ML Atector Pe envariabel Bl ch kapa ov

A2 oz

SN =tk -hot Sate in t=xi29=> Sin(ar29)= (wza)-%. .
gred>2 =

- (+29)

3. ch,re/mu&YEQonb'eVV\

| envanabeln hiter wen ke puikser o en fnbaion R—MT genom st Lete e fer £(0=0 Sen
klessificermr won ponbten YeAOV st Studre. £¢0)

| Qez. vewiobler bode 4 esattes med V4 och £ mea H(€) hessicnen

Ded
U\sz odtyckli g4

(C o) & est Lotodt wes om der & clln (5¢,9) 1 en Liven omgiviing i @b) oslter it
L) s fak). Tt Lolodt min det aunclos t.

Owm i byter Ut Lolalt wek Globeolt keaver v olikheseme o atl (5¢,2)

= 2 ] enhets kuend et
tec, s vy, u R

Mox cch mn Lamo: Max: (11) mea varde 2
Min: (0,0) — 11— O

VF=(2x,29) oh=0 om x=9-00

Hen VI @ +(0,0)

32@mbt Meoc
Ex
floc,9)=1+g  med U= enhetskicdraten L
PssS Hux: (1,1 meA varde 17 . Vﬁz(@;«,mj‘)‘«) +(0,0) 1 (1,1)
Mn - (00 — 1i— O VA(0,0)" Yransvarder fimns ¢ dé  X,9— 0,0

SE TE,0) &r oded



Om £(o0,9) har est Lokods Wex  elber min i (G, b) Saller et av ljunde algermasiy.

At Vb)) ar odel  (ornde ex)
ALt Ve (o) = (O,0)
Az VA6 L) ar en endpunlt cil L (o) € OWLL

Deb

W ar kompake om L ar Suten odn begransed (Hander ctt man skrver K tstalier for W)
Sats

Om UK kompabt <€ hor FK—R iy et Globals Mo coh i

Ded

En punke &r katisk il £ U—=®  om Y (ab)=O

U’
Vod ken ségas om olike kritisk ponkeer?
P9 i o= fla,p)r viwp)(oc-a, 9-b) = Flab)  ty ketsk Ponke

=0

Vad & f00,9)-Pi(o0,9)7?
En feltern com ar kuodrosnh  (meded varaesscts)

Vad &r istaltet £0¢,9)- Palo,9)
Fn kdsk fefeem

Lioc, 9= R0, ) = £eo)+ 4lf (0p) ooy 12 5a (0, D) (aa)(9-0) (Q,b)(‘jfb)l)
RBlarh, brk)=f(ab) + 5 Do p (9]
Ser Ut Som Gt Hession  besammer hor f Uppfor Sy Yot (G,b) (R)

\/G\A \<oun Vi Sa9c om Uttrych fp& den \/\Br QC@/WIL‘//\‘?

u \[‘ll h 7 >\1
[h,k\_]&l \fﬂ>[|< : Lincdgen seger att i ko diaganatisera H(-f)“(o C;z)
Nyo kvadves ske, Uttrycket bl M+ k. Om M, >0 komme, H(E)>O  om U(\,k)i(o, O)
A, <O HE) <O - T
MO0 eller 2s0, <O H(E)»0 etter HE)o
M=0 eller Ja=O H(E) =0, kanske  trots am = i—

Kuodrasi ferm:

{6, 9)= 0o bxorcy G pos deds Lo, 9>0  om (90,9) # (0,0)
neg deof «%c,@)(o — u

indedinit “C@C)ﬂ)gg \bland det era, ibland det condic.

Kan anvandes fox att ge 0ss en upplattnng v hor jmpen 6l L ser Ut 1 NAThecen GV en
leritisk. punkt



Testf ‘(’u(QJb)=/q ) ‘FW\(O\lb):B, wpzz(o\,b):c

« B-AC <O, A>O Pos daf Kritisk Ponke (0 \b)
* B-Ac <O, AO nes ded Dr(a,p)=0
*B-g4c 0o Indefent® ~ Lokalk mox ~» H#) ey deot
“B-Ac-O Varken edter = Lokalt min Hep) Pos Sel
 Oadelponkt H® 1ndefenit
* (er HH ingen Varlen eller
(YM% T

Kaflos dock sadefponit
I boken



[31) Extremvérdesproblem & Lokalo ](arakt’drisermf)ar & kritiska  pPUNige
Vil Stidec Lokatt betcende o1 kritiska punkter tll fonktioner R =R etter { UCR—R
Kf ?[i‘t V‘((&,b)fo

Vil vege, nér dessa Feer OC Lobeds  wmex min cllar inget au detta Varken etler kel i fooken
for sodefpunkt. Genowm tuylorPolynom!’

i, ol y) | Polkten (ab)

xq
R (9= Fla,b) + VHGEBIrays-1) + ¢ [x-aXo-5] H(#)(a,b) [‘33
=0 ty keatisk p
B o kontohecd au Hw. Fore gémgen talade Uiom posded, negded, indefinitn, Mmatriser elder

kuadvodiske Dot

Kuedveti sk form: fa,op A+ Bx o+ Om ftz,0) >0 B (x, “A)*ﬁo = B(x,9)-£(c,b)<>0O
om (3,9 % (G,b)
I det War Lllet & (6,b) Lokedt min

f(x,9) = Axc? B 3+C S
celo med S (som év >0

{2, 9)=- A%+ 2B5C
A Fet

feor= A+ +2Be+C
- Hitto. winponkter dov att se om f7]l<o
- 1((t) hear ingp veella olfstillen om aliffa pos edler alka Negativ =>Lefs nollstclien

Leor=0 = ‘tt’Bt“\L\l;'ﬂC_ = Owm BZ‘AC <O existeras nge noltst&(len.

B-AC <O £ A>0 = Fo altid pos

B-Ac<O L A<O = Fee) alioa neg

Om B-fC>0 = Fet) iblend Pos jdand nes
B*-Ac=0 = Vi et inget

Ovesstinirg +ill kritiske poniter A=filad) , B>=f.(ab) - La(a o)
BL’F)C<Q [A>0 Lokaty min
/LSZ—H C<O A<o Lokedt maxc
B-AC »O Scdefounke (i)
B-Ac-o Ngen ndo

Noterw: B5-Ac - - det(H ()



_E—_x PRestamn och klassificem kritiske rp\m[mq Y f('x,j):t)@ 929
KePle VEEY):=0
E (o0, 9)= (2™ 29,39-3x)= (0,0) = Kv. Oler

X950 | Y= DC . .
Y-0=0) = S et (9 Y 0 3 o w(S)=0 -

Hitw ortietls cdim'mew lassifices.  B=(00) B=(1,7)

Hess()-= < > g;) om P=(0,0) = (C—ja _;> = A=0,12-3 C=0 ->B~Ac-G >0

B ar ausd en sedefponke

Hess(F) om Fe=(1,1) @(é ?>=>H:é,35-5, (=6 = -AC=-27<0 = B ar Lokeht mn

30

Duoaoa 26/, V&V, &1 Inkluderowr  alit 4l och mes  |agranges merod (133).

Ex Desthim <torssa coh minste. aree. il @0 box med Given Jolgm Sve
’/_—ﬂz Om i trycher iho(P Uédoon => cendlh® cwee . ..
V=29 2=5
A= 20cz+297+2xY
\Volym feoymeln => = = =5 [
Areon =f(,9)= 2 (= )+ 23(51%)* 2xY = T+ 2+2xy
fx,2)=18+L2+2xYy

Minmom ez av en keitisk punk ¢

E; Y
—TE7e=
V- (‘O+M 220 )=(0,0)=> 9= _ (5 N
ao% X="TF = X men X.>O
CC;:S=) ;Cz;é]/g
W,-45
Z= %:): 5

3.2\ Extremp(ob)efm med I - villkor
Oftc. bensver wan 26936 il bivillkor.  Hor meoe/mnimecr ui en fonktion F0,9) Gler et omréde
W delinierat via 8(3(,8))=C

4(0,9)>C

(o, N<C

Sots

Om £ hor Loketh winficac v (oub)  9éller 1) V(a,b)=0
W (ab) = VaNndp un bt
W) VF oded



Ex Hitto maxc/min till £0,9)= x5 98 kusdraten mea Worn (0,0),(0,1),(11), (1.0)

Vi= (21)235:(0,@ ~> A=H=0 mosveren en kritisk punke
Spare f(o0)=0

Maste kolla varden @3 mnden till kuadraten Dette. gerom it pacimetriser. kusdraton

A
L2 Fivms L Sidew Som begopver  faes .
2 —)a
. Lz ken Feicmerrisecs an  Ls (t):(t,’l)

Fox amt lello varden €l {(ac,j) Saet N Us

A -fea(e)= €47 Kdlo kvl ponbeer
G reinden

Se)=2¢ =0 motsvauey” (O,1). Vearde . Spocar £(0,1)=1
{%mdemq' (0,0) L (1) Spot ocksé (4 1=2
ovriga Lmmjer Lomnas till £oSaren gt yisCe

| Slutenden  fowr U Speret Messor e ol Hiills har Vi f<o)o>:o Min Yes cu  Mngo Vadet

wf(o,ﬂ:1 Mcx Yes GuU SEBEYSE=
Rm;&

Ex  tito mosghmm il foo-0aciby P8 disken v wde v X9

Kritska punkter: VA= (a,b)
Om (a,0) # (0,0 finns ingen kidrsk ponlet

Allesé Lroger wax etter wnin P& yonden: XY=y =>  XA=ycost

D= Sint

Lz, 9)= (50,5 P2 randen)(£)= Gircost t b ramt

I(t)=rcosts bromt
F (€)= ~GrSint+ brcose =0

-G snt + brfcost=0

(Q,b>‘<~5‘\nt,(_03t>10 7 vinkelata En cnnen unkelat velter  aill (G & (- b,c)

bt inneray Gt (ﬁmt, COSt): )(— b,Q)

A=* T cbesom VL har Largd
Sa\mvncvxﬁabe‘mm% W depte g att )(O, b)'(DC) tﬁ)K J)(O,bj’-”@c;ﬂ}“

Cavens-Schwetz olilhet



2] Exé-vérdesProbleJm Med bi~/randvillkor
Hita mox ah min 60l F, 9= Grbs i disken orger® (6,b)# (00)
VP= (G ) +(0,0)=> Mex L mn ar en randpunke £ funs efiesom disken ar  Lompois

=
altmetrisere. (@mnden= 2=\ Cost 1
d=rsint A(4)- -f(r(oSt] rsint) = Qrcost+ bysnt

v el e g e
Gnan - VeALeN OV oney

() =l-smt)+brcost =O
=(rsot reose)(ab)=0 = (ab) L (-rant, rcost)=> (~rsint, rcost)- \(-b,0)

\/O'cl ar A’ /\L A . A\ v
Iew abs-belopp/norm P& béds Siderne. ((-rsint)+ (reost)) =M'|(("E>*(O)> = = @ -

N =T @y

Maoc Pun k<
r v
(- rsint, rcose)= Ae(-b,c) = Plusteliet ~r%‘m: G b Mmao (x,9)= @5 (G,b)

X=VCosts @) 08
D=rsint = @ b

Minushatet N\.- Gasy=> mm (2¢,9)= @e) (a,b)
Slotsars -1 (cd)* Caxrbos @G o) (6, )= r (k)"
Kallis  Cauchy- schuwarz olibret [(610) - (0, D] < ()1 (2,90 < 1l (e B)lI-r
Ex Yo mochmn £l Lo e 02 oméder begransat Cuy %=0,9=0 , 4=t
3 Lner D70 Vi vet it omréder G kompals => Waa/mn fins

o=
© Kollo, konddecter PE randen copn v det infe
X+y= Yy

ve-(£6)-(0,0) SARNETS
L (x9(2-50) €%9) -0
L x*(1-9) e =0

XA(2-20)=0 Ale 1 2=2,9=1
X (1-2) =0 A2 X=0, Y=valfitt  pi euden

Bokde (2,1) = f(21)-ye?

Kolle rander x=0  vznas {(0,9)=0
Y0 repdz = 4 (x,0)=0 366\#@( O
Y=Y yond®
T@Stu ond 3 genom att Sattet n Y=H-xx L X20 , D20
Insatning fex,9)-x*(H-20)€ " = Y (=)
Kollo, rand och Lee. 4 ()=0 S (20)-Rr-32t)e =0 = X=0 epe, -5
irgee e P R E S

256 -4
Porentieyt maxcfmn £(5,4- 27 €
256 - -
St 1 Bak O, T3 € He

)

3

O &r mn Le &f max 5enom uPPskattning



352\ Lagranges Mesod
FrégescdUnmy Hor mootimecs/minimerer ica en £00,9) BT—R pé ett omréde bestamt an

I(x,9)=0
=C (ﬂl\/éjt&)

Ténk art v Pacmetnsecr ivdkurvan  9009)=C mes hidlp o X=X(t) , D= (k) Vill mase/minim e
h(4) = foe,9)-fxco, v)

Hito  kntiske Ponkeer till hee) (o se(he)= & (=), ) = {Kes,e% SRR

v (X 9)=0
s ortsgoral il (x”,g)/ tngentvelber iy mbgten 3 (¢,9)=C

Normalen ¢/ tengent binjen G- ocksd orssgored  till (2, 8) V3,9 i (6,9 &r homad
till taneent Linjen  ©ll pivékurvan 9, D)= I(a,b)=C

V4G, 0)= ) Va(a,b) om (Gb) motsvams en  knhskponkt ol het)
Dette, galer om (2,9)%0 <> vg20

Sats

Ancs aet £y har Lokatt  maa/min 78 AT, 9)=C @uhcn (k) cch axe (Gb)
€ Gr en adpunkt, V9(G,0+(0,0) Té fms ) sa (a,b en krsk ponke il
fuonktionen

L (2,9, %)= Fzc,9)+ A (=, 9)
On (0,0 kawsk phe w) C VL- (3,35 %)= (0,0,0)
(3= %L) 0,0)= VE+279=0

Ex Hite kortaste austéndet Mellen origo oo kornen Som 9es ay xX"9=16
Loaranges mesod Austéndet welan  en punkt (0,9 pa x1Y=16 och ongo 1(§=(DCL+3‘)‘/Z
Buillker 9(x,9)= xX19=16

Skeav om 9 (x,9)= 2¢*y-16=0

Vi Ssker krpke till iz, 9, \)= (3 ) ™+ A"y 16)

Trck Om (= 1) st o oen vmmjch = (9" minse Pé en mangd D
Isecllet |_(2c,9,0)= 27+ 9+ A(octy-16)

K Pt VL= (0,0,0)

N = Har anvander jagq a# 20 cles
L 2 _ o °
e~ 2ocH AU 9 =0 - A= ‘—‘L[;% = 7x5 e 3 kimver des, Scobyt ot
%_2(ﬂ+ >\I -0 - __ 29 JxXTryt mot ZJCZ+31 | Lojrcmges
S=x-16 -0 1 _-2v
3T 7 oY = -2y

Insawning 1 eky 3=> XAT16, =529 = 2°9°=16 = Y51 = u-q

Laﬂrcmje q%res \&r (—2 ﬂ eUer (2 4) oor vmx/vn\n till avsténdet i omzjo D@C MESte ochsé
Voo min, Som d& ges av A0+ =y =5



Miny kgmg ettering

< Derverbar och dilferentierboy ar  Somma sak

« Kurvor

L ar en kurva @ B etter BT\ SGoer axt kurvan &r sluten Om Man kommer tilllocde il
Stowten Nar v G8r funt den

- L ar enkel om den inte Skér <9 S)dly
Sats | #@poﬁo?h (Jorolams ]<urv5at5)
Om kutvan £ ér enkel cch Stuten (R kan mon dela upp W1+, defar Cinre /Ytire) !
-Lénaden till en kurva Kkallas ocksé  b&aléngden Om Langd (£)= Jds och ds=((rdfr(rg))dt
Lov en Powean av korvan V(+)= 3(t), 9(+)

« Caradientes e
Olnngen B en funktion  {(x,9) 1 riktningen T ges au D.I(G,0)= V(a0 T
Det récker med att ha kot P tiktnimgauna (1,0) & (01) for aut & koll P& allc
rikenindor, om £ differentserboy

enhetsvektor)

« Tangent plan
Funkaonste z-fix,q) = Hoc-a) +4(3-b) -(2-£(a,0)=0
Nivauta fla,92)-C=> VH(G,b,0)-(c-¢, B-b,2c)=0
En funkuonsytn bestémmer €n nivégia. genom
2-{(2c,9) ~> F(o¢,9,2)={(=,9)-2=0

141] Dubbelintearaler .
Om f(x) R—1K  Symbolisecu H(oc)clx en \iktad avec 5@6@&!1%1% Om L=1= H(x)afb—a:

Lingden weldon b och G

et omcde \KJRZ

| Bless vamabler “R‘((I/ﬂ)o'ﬁ), [R=

Dete betvder Gz man borde % ntegren ny tvd g9, dvs volym  Specialfalret £-1
Ser iStlllet for Langden nu areen ov

SS‘QWC(DC/‘:’))&F) = den vktade volumen il omréder “ovanfsr’ K cch under  Sroden till fonkeonen
areaelement <JVVI‘P dx Som Gr et l&hﬂ&d%%ﬁ)

Hor delpierar u dette
En dator skufle defa 0pp omiédet K rdaonﬂlaf Och t. ewt e fuekeor | relugengeln  OCh Sedan

tw es element Bin f@ktanje\ﬂ Om reteameln =R; | elementee="Py =
Jfﬁ&Jq:Zf(pl;)‘afwn(PJ)* Z”BJJ%(J'BQS@DU

Det

JIfdA=1 om Yer0;380 sa | Z£(P)Area®i) - T[<E om Sterste. arean  till rektan glarna

R3S
Séger a#t om relutangl aina, blir wmindre  SE Nérmer 319 Vér GPacimation et Varde

E_DC Inte 'p,emc\nnﬂnttgw-’fbwﬂ' 1 xt9 6@
L&e K voun. en  enhetskuadet  ooh TP(I;@:{QJ xind @

Eftesom P ar Sodtycklig 1 Varje rebtangel ken v vélia B @r 1 esier O

Om B =104 dp-
) [ eég - ggiwfjg:gg E, Sommg, t ey Somma!



Sats
Om P ar kontinvertiss R och R &r konpake sovmt ake K har en vond bestéendeS av
korvor mea Gndlry Lingd existeron SoFIA

Nésw egenskeper f5r §lfap=1 Deeny oo MY
«I=0 om R har area O e

“ Om >0 ¢&r UZMH >0 | det omvénda 9iller Och béda ger volymen til grfen
® [injér Om G,beR ,£9 =R same kontinuesligu => ﬁéﬁﬁb%)cfﬁ:ﬁ”ﬁdm bgggﬂ&ﬂ

* Olikheter bevours

« Triangelolikheten aaller | {lfdal< (51 #1an

® Q= UD:, olike O skér inte vovrondma SQ&H:ZH&M

1 1,1)

Ex fox,9)=2-1, k- T, De-D,
e (-1 /

SE-ndn-limarde [facda-l1dp = 1l22da « [[ oCap-2 = S Fahe [ gaf -2 - -2
=2




L2 | Upprepode enkelintegvader i o & B-koordincater
Ao dobbelintesirate,  Yeduceras il entel integreder

M <Fubnm5 SCL@
Om vy hor et omide B (R (kowpake) srétt) coh € &x en fonkton p& K <R & @fiéﬂ <eo

D¢ konm mom dele LPp Imeyralen 1 Lenkelimegrder 55%9 SMHX)(H S(w&ﬂ)dx

Ex L&t R ver ephetskuadaten , F=xc o
5§ #ap= ffocodpe §fxs dx)dy

Y
T, Och sen den tire S,

ki
7

Detlna forst den inre S}‘ﬂdx: 39 dy- &

-
SCL‘L'S <)

va Lobinis mgoud ar mejm(cn 0\/er et omréde K- %}b , H £dh- HUS ﬁcix
B samma Sétt Re I@ ff £dp=- ﬁ SFdxdo Men sticew 1 otk rrktn\ng)of

. (1,1

E'DC \ﬂt@@r% Lfrxy over tﬂ&ﬁﬁ@[ﬂ (D,o)/_(ql‘o) N Ij 0, X:Lﬂ
Vi Slicar | x-£ed och Uill anvinda formel 09 Tl )H »” G=0  b=1
* * = oo o 1

X9 dy)de = f:xzsola: =

ffean- J(]

Ex Berthno Sdxc § &¢7d s

-

3

Farst ssker ui en prmmtiv &7 men det AT inte PE e rimbgt Stet Roblemet &Y att v
itesrercr | fef ordning Forsél istéllet aet B=té omddet oan Proen  Y-stang 15t6lles
For 2-SdiTing

V=Y Hu’ Slicar Ui [ Y-Led?

AT ¢
3 3D wmellan O £ 1=> ]
L - For fixct 9, mentan vilka x—varclm L£93er KT O = D=x = 2=
o 1
1 5 5Z o (‘j) N > .
iéﬂoe_ﬁ) x=> SRAPS -[e ¥) konstant]= OC € () [ Je )5> §3 e® >@)ﬂ;[u: Lji)clurjﬁﬁéiﬁ]:
}é,\ %A= (ﬁ;)

.@

Ex Dertkro |49 J 2o dx

Vi stster Pé pro)oom o okt Er “omsy Lot ate bedkra, | 252 d
Omrtde R =2 Om i slicer 1 e ted
% é - OL A< OLx <%
Y<xs® Fxtacv‘ﬁmejl/l&h()é?(

T,

¥ x %
§ 9009 4 oo [([252 9] doe= § Smeadac = ~coseol - o—(-cos(m):

a

=>

oA
o

|4.2] Generohisecde intedrmlesr och m-vardessatsen
Medelvérdessatsen Om Q &r inteaver bar | kompakt med andlig yvund och £ kontinuerdig
T, 9 €R sa fx,v)- aw [l #94

68\.}\5 )
N . P e p

— ") B . . ) L N 7 — \ Wa
," tel som K <sz‘f""‘[JOf< t hae andlia yand, och 1t kentnuerdy=> )31 Qi existeror
) =) ) s -

= 1t hor ;A‘\gbuhj ‘,“v”(u,/r‘mr“‘
Globalt mec/mm = ViR {(3mn, Jum) < Lo,




(f p A
M tmex dF

dA ¢

-0 {\wg,,(\ rr n P i 1 ‘[ Linel
- Vg teh<amax [ {1 dA => tmin £ Garea ‘ | +dH S Tmac

Kontinuites Gntes QUG Jaydev  mellan ‘\fm n A Loecx

/(7,|1>
Ex Testam medevéirae il fonkoon foo )= pé tnangel (0,0 — (71,0)
Vi behaver goro 2 saker 1) Rékna vt arean
2)Réekna e Sik 2cdp

oC e 1 3 1
{ngJg; Y L=xﬂ=§f&x= = -3

flgedn Vs
Medelvrde Todn ~ "

I
[C1N)

E_:C_ Medelvirde till Xtd Sver Scmmon | tncngel
[Tecvg)dadoc= [foveddo = ocue § T=490C |- @ - 4 %

2

Medelvérdet 25

Mer generaliserade integler
Envenabel hode  typ scmma SctSer Som de ui taloat om rércnde Integresing Dus fgk {kmm Lims
Vi integrecde doek loowe aver kompakto, Stutns, intewa( eser punkter, WMen Clen tedx

Ex [&™dx- - [-0-(€)-1
Vi will ockst imeorea Sver Searre omréden

J

ijf; e Ay T[e'xl(x—(—X))jclof :fzr e dac= [u=act | do=2xand = TC du=1

° grénsema blir Scwws

- . . . u
E—;c |wtearefq e QUer  Omrédet Som Gr beﬁrw\scuc QU 9=, x>0 och Y=-x
-



Ex f{rgnlyz

)

[[ee+9)€? dedy =

o4

N
=
Hae

dsedy+ [Juedndy = -2 +e-2- le-y , efersom
I:[g)exjclxdj:of[n e %ﬂ;&f ofejﬂ dxc= [e%*iﬁjoz e-1-(1-0)=c-2
ermclt’)&c=fpé Semno Sét b= e-2

ys| Ceneralisernde integreder
[Gran ar riemannintegreroara om R & kompokt 4 £ kontnuelis Owm £ diskont
eller e def i helo B eller R e kompake (Obeorénsad) blie det imte 2 b

Ex
YW=’ L) (1 . Om =90 => O 1 pdmnaren
Y=o xt9

© 1

. x* . - .
Vi kan dech integyrea [dx oﬂ (x;m)‘étf f_x &x:um(xmﬂoi Lna-Ln(1)=Ln(2)
Dette. &r et exempel PO en genermliserad intesred, €N inteared Bver ankingen €t kompakt
omyEde elter en fonkson Som inte &r defineod  Bveralle

1441 Poléra koordinater

Ervarcbelfatet £ R—R Heodx | ofia ull man bYte ut Voriabler/ koordinater
T=9(0) => docs Glwdw Vi f&r dé nve grénser och H(a(u)) FWdu ¢— exun Llkeor
Flervariobel v svérue

Ex  Single stone n o3r Far vare kona +1, klave -1 Varie utfall merkems | es diagrem
Vi farvantor oss e# normaldistribvesce utall wnt noll Om n-o kommer
korvan Likne éxzz .

\i ull tanke P& €7 som NEgon frm av Scmolkhessfsrdefning borde Le¥d==1 men
SE b det inte Det blir en konstent C Viull defe €™ med C e ot £ en
Sannoli khetsds rdelning

( = ofi, Q;IZJD:
. [ - P e _ b o —? [ I _(xey)
Istdllet B C vewnar uoe & C= (fe¥dafTe™un)- L™ eTdnds - LT e ay-

lntearanden berer bow D& S| sate (=0 = ey o o doeds
Mr=rodien P& en cirkel Om ui vill koma técha. alla Ponkter i % Méste v técke cllo punkeer
Med en given Grea

Fan)

L& dady=> [dxderardals | e rarde [an e dr ~[finr]-
e

50\{‘0 Qlulobejlmejm,( £ ., C L o
. . ol S du=tlhet] =TT
C_‘;LC‘IJI

- C-rr C-tT | (o= (-1
TQOTl

”z%’cljcd‘:)) Vill 3815 et yariabel byee 2C=DC(51t), 3=9(s,1) 8(5;63:$(1(5/t>,5(5r*7))

99 _2f >x, af oy 03 _ >f 2%, >f d9

22 L2 ot IX ., of

Ke&@r@‘z&dn 35T 2x 25 a3 05 , ot oxat 23 ot

. 9 D%
Hor mycket andioy Sig X oM Ui dhdver Set? doc= 5595+ Xde Lol EE [&5]
duy= 2ds+ 224« 20 2y | [t
25 2t ESY t

Cb:di’)=l det (Jacobionen) ] dsdt



Y.L
Vid varabelsubsytueon eder ka@rdmoibbte 2= 20(S,t) SE EndresS Guegelem encet dxdv=dA=_ dsde
9=9(3,¢)
[clx, d Eﬁ\] = jacob\ommg,t(@@n Eﬁ]

5@6@,6“7& g[;z fdxdy - H £ h(s,t)o]So‘f om S= bildenow €

Sats
Lée D—C vonn e Vonabel bdte dar fonktionerna  har kont ’Dwt»@m denvestyr & cnicey it
Foer wegrerbew P C e aéller ot ” Fdacdy= ”53(5#6) acs@d&lf dey  acs,e)= f(aqs@ A(sA))

B(X/‘j\ﬂ
Specellt (st~ 26

Vod mence Dener med variabelbyte?

(D) >C; ar en bijekuv fonkton

S, ) — (X(s,1), D(S,+))

Polorg koord.nw:ar X -x((,8)=rCoss oo
9= A,e)-rend Acloam

Ex \/o& or JocobionmatyiSen £ dess det f5v deste. vor bYte”?

\5 N d BB -rsine
Ge= |3

Vs |7 [sine fcose
Aet(jac): Cos® rcosa&-rsind siné= (COSL@ *&n‘@):r
dus docd 9= rdrde

b W
=

Derer anvsnde dette, 0 it (Sloa Ue sonolikhessexempler P2 {avegiende focolasnng
Men uill amicneb. detec om mon Wl wegree.  Guer Cirkelaks o omreden  ait DAY e grenden
berer 6 == cller 8-creien(2)

Ex Rélne ot crean il omddes som &v begranset G omyidet X+Y=L, 2+9=3,
x-YB=7 , x-9=2
f6rolog ao¢ et vorcbelbyte Usoctd, =009 = GrENSer  3eULY |, 1S W2

aCx%,9) Favr cut lwnna 99 deswen Ty
Qreoﬂ = ”zz dA - [arwJ é\léw T 1méste x och Y Witrycdkas | G och \/}= ZSknv oM Sow “”z ﬁ?évétﬁ %

J

Ex Pestam Sggégcboﬂ% om Raor omddet beyEnsot ow 9= X', Y=20C =9, = Y

1 1, X i 9=

Skev om 1= F T oL - Vverbor ule he FeEcT, 3cE

12

1
Sért U= % ve &
qu bclxclﬂ I (w)dvdu

Cetrakio Joo (& F)ldesldoc)|- 1253 } LLe
(_j- Ja,

\BOC’ ‘“4: ‘%J Cldi(\)al) QI ‘7:3—? = glz— Y-1-3

Y 5| TrivPelintes e ler
Defnitionen au en tappelmteact] Mot dv  Guer @t 3-dwn omdde B &1 <omma Som o
Jubbelnteroler men reksanglr bots Ut et Lo Damma formetls Seaser Ibler for trippel- somn
dobbelieamler, SPecellt medefuardessatsen som Dener inte tnker uise inyef

Vod nnebar en tﬂppdmtfgvd 7 < HypervolYm

A L0 4 Om £ densiter | en ponkt 75 R = S5 2du= wassan
G

“« P foddping => “SV\-P du = towd chavge
@ L1 = Jffe du= Volgm(®)



Ex ﬁ) R intesrern f(vc)ﬂz) o +5in(2) Sver kuben  O<x<o ,O0<ush, 0<zsC .
”f( 5+$m(z Yz dgdac = {[\mar/taz fff:}c dzésdx+fﬂ&ﬂ(?) dzdy doc= Zf [x®c éﬂdx JoPecdocs [b%xl = O:C}
olac Hj Sin(@) dzdYdr= EJ I[ms(z)] dodac= H(1 cos() dadac= (1- cas(c\} f dodoc= (1-cost) ab t= 5+ (1-cos())ah

_EF_ Huf ]<an Mo Ottrocka f”?ﬁ&v Som emu@pvorpod enL@(’»n/tez)VCJ om@@r en fpgmm'ck

0,01)

DHor Slicar man?

(hoo) ©vd @Hur B llsmpar man Fubini?
x 9
Fréao 1 2
z
Vi Valier cutt sric med DC-Slicing
O x <1 T _
Oeta ger oss et segment  T(x) Som (=) = 9
QY en skivo Uid det valde dc-vardet
j )
1 ¢
[ [y Dol - [[f £ < 3
Vivélier ot foveséete, vére Sticcnde i 9-ri Ltning
z
=X 12y +Z= enli
H = ?jf&zdik [ [ fdzdy /DQj 271 enhge ’('W‘ff')\
Tx) &0 T B D gesda au x+yro=1->y9=1x
(DC‘> - > j
[Xle) B=1-x

fdy= dzdydx —
Slotsos e ¢ dv- [ ’F ° For att Liste bt € och o koller Ui @8
Qtt Z=1-2¢-9 och anuender det <o d C=0 ty z2-O

Pe Y-coxeln

Ex  Over vilket obekt integrerer vi om u betraktor [[[fdxdudz

(& den Gt <krive. om e Gnnat Uis?



145] Trippelintesral  forts.
Ex

o (0,0,1) o ”q PLdv= ifx FT»S fe]zc@&x

(109 (O/ﬂ,O)

1 1-3c-%

{ T x dzdddac= ! rx‘f’xﬁ dad=-= Ijg%})tcbﬁ 74

L&t pu £=c och rélme Wk ivegmden |

Exc  Theskiv Pé cnnet sétt (onnen PosTimesn seng) [z fas Thace= [l dv 2
forsts R Intesralen baror med Ak st i =rikening telon O &1 P .
”Xf?\fglv = chZ ff.r(z>1fc|,q x Sy
Vod &r Te2r? Jo, négon form Gu doman i ew xcg-plan  (Kolla pé exemplet |

. . Slutet av MV 52)
JIds <licat | Y-rikening medom = 24

3
O0£XED
Vi far nédgoe som Liknos 1/&\5 For et aiver 9-vsrde o2y Slico. | &j—r.kt\mmj

Sftersom v far en kuodet | vane steg v f&r tillslut Léjiiwxaf

Ex ML(IEPIZ““33:1+%z"zx‘4zd ) Y doedadz  ar \Otagr@(,mj Bver en enhetskulb
Delo. Lpp s cxt men 1 Ll € xg dadudz + (5 Like) = ELLL €7 xy'dxdadz
Hot int map x?

= r4

Det bir s map o, byt till Z forst - det Ser fattore ot 6 6Ll e xy dzdacdy

LIl e xy dzdacdy - Gl [1‘31 S5 ), doeds= 611, 362 9 dxedd - 6L [pS-9], dy -
61, &-3-1do=- 6 [*-9]-6(e %)

[4.6] Vasiobelbdte &ov trippelintegyo.ler

Doléra kesrdinoter G awesome for ast rékaa Ot dubbelnrearaler Vi sSker nSgoc Liknande
for trippefincegraler Det fins 16 Sabher G inka D& om wen Ull 1o est kasrdinat byte

1) Andra INEEATULIONS Granses”

D Derdkna cree-/volomelementer | temmer cw de. NYo. koord natea

Sats

\arabelbyte: Om o (u,v,W) Ao, VW), 2LV, ) 56 Wf(x,a,z)cixd:sdz:

“M(I(uv W, Wy W), Z(u, VY, bJ 1 a(w@'&u&v&u)
Ak, 0,7) v
Saviwy 6 determinamten a Jocobianen = det (JY

Ex x-00., B9=bv, z2=CwJ

Xx92Z) _ & oo
v T \e oc> Obc &vs dxdadz= abcdududw  Vilket morsiaen intentionen G ommon Skeder en

Gxel <& skales yslgmen PSS

Vil beskivo en Ponke Via dess Z-viide £ Punkeer P8 en disk far est fixe =
A= Cost

d=rsint 76X ept pasicive Veett ted (Bdie | Zplon) OB

zZ=Z Z ar dodt8ckligt



Sfaciska kaoydinater
X=Ksngcoso
3=Ranssn6

Z= Rcos®

Ex oY az2=1"
SEtt in koord Rsintzcos’s « R sine sin'e Rcostg =K Sm’ﬂ(cosz®+31n7®)+Qi(Q§(z5:?
Volumelementet 361 aet Slus ut dV-R sn¢d dRIgde

Ex Volym av culinder med rode A4 som gér medlon o<zsb
“gaé\/: ff f rdedadz =104 dodz= = Wlymen ar basen 9&nder Vojden
(Uhet?
Exc Volymen till en Sfr mea odie A7 XS +2 <A J

27T 7 z.r[A')

4 21t 2 s 7 n D> T
(08 0u= 088 docdadz= | | [ Romo dRdeds = | | Zons Jodg= | 24302 1o T8 Fo iy - T4 0=

Vol ymelementet Ske. altad vars. Positivt
[ Ve fol vor granserng fel! o<o<at och 0<R<A stammer man & Sko o O€@<te



146 Trippelvoriabelbyten - A39 och 3/asstrwbaf
Ex Betrokte. omrédena besrénsade aw quosstmt [ 499 Rekna ut volgmen 55 ev!
A r sz = X212

Zz__ x—z ' j‘L Z :/Il‘* 82 )

Calossrrut med sPariske. loardiparer
Fast behsver v 9ranserna!

O< R« ty radies

OSSO t7 helt vary

Os B< % P Liksida tnangel

mﬂ =TT Renp dedodt - [ [R50 2 dgar= | 2R Ccos(B)-(cos@)dR= | 2 R(%)de-2md %) -S(2-v7)

A99 med culingriska keordincter

Garanser!

o<egT tr  helt Varv

Shico i r—rlktmnﬁ Ui S8ker den woaimeda radien Vet krever Live mm@» Slawmugen welon de tu
Ytorna. Noterm. aet r=-xrg

‘(L+ = o J+ZE=0 §
Fexhd-z ) =120 rrte0 @ (A5 = 0<reds
M=4xrg®

< Z < Aia-r?

Vi Vet duen aete V-1 drdedz

i l]f('l Zr: =

Volym= ! L rdzdrde- Hmr) rdrde - FL r’drde= M_ g
U= 12-r, du=-2rdr

NO{@(Q‘ 1 T/ 2
Glosstruten [ TR snp dedgdr Olucde. v Ut 1en  viss orénng. U hade oty byte ordnig wen
det TS ege tack!

bde

s D daasiz dor £09,2)-2(2) heOily)  kan inteaclen  Skaves gh("*‘x !'(50&% 533(2)32

14Z| Mosscentrum £ Massa

MOSSG\ W 5326 c%ﬁs;tctﬂmﬁjzc totads wessan av Q= 5”@8&\/

[ &4t S=1
K xdV_ deluBrdes -7 _ “ 1
Petroktn, o= ("8 S der Varde o Gnter som mMeSt dus s medelyavde

Basey RS tyngdpunkt 1 oenkenng PSSy och 2



151 Vektorfalt

\od ull v modellerc ¢ | vare punkt fer men en velter, ex 9= R=K

Vo=(6,8) (90, 9)-virde —— vekwr 1R

Def

Ett vektorfelt ar en funkeon PR —F

MNotation
F(xlkj) WQY-va
Foiefg

FoL9)-F1

Ex F(x,9)= (1,0)

Fer vafje (20,9) fer men vekwrn U oJ, —

Ex Fo9)-=(2¢,9)

B-0,0)

F@)o0)| /
CECK)) \ I
F(®)-(11)

Ow du. "Blier svommen’ 1 et velier felt fsljer du en Aine ako &ltLinen

Féltlinjer
Postonsveler T(8) for €n &ltlne Sk vore. Lk velser ferbet 1 VGrje punke

'\i’\\\) Moo ()= hastishesen
J§ ()= F(ro)Ae) &r moltplar aw varonds Dus to\njentﬁktﬂmjeﬂ & v ar

R N Podcdlent med velterfalter
C(0) =), 9D, 2()
O (5%, - Q@R NoR ), AORr)

d¢ TN dt, g, JF
d9
Vekiorus Ge= MR (), T2 MOR(®), %=
dy 1 1 - cl:_c:dj,clz
1 Fe F>

dx 1
MNt) = TF )T 9T Ao~ Ak Bid



5.0 ) Veksorfglt. forts

dx _d3 d=

lekv FR-% plnh} nget  t-beroepde (Dennis strsk de 1 MA 62) | %rsta hand & desse difF elw

Men Vi Lomwer benandlc dem Som integvel eky

Ex Fx,2)=(17)

///;4 fé1tLinernc. B=ax+c
/% F-(F,R) = Bt Rt = 5592 o do=dy= o - Jdx= [dy- 9eC =

V=2 (C-C)= 20D

E= Flox,2)-(9 -2
F-9, e
Faltfineely = - £2

9 ar “benonde ov Ucaondat
Koste om: -cdx = Udy => =

L
"F Y o cat-Yee 2 XHY-D

Fx T/(OCEOB (DC )

1 C

F=x, 2=-2 = 5 doc- “5dYy = Anjx)=-Anivi e = )= 4 e = [x9|-

8):%) x, 920

15.2] Konservative, Velser€alt o
Excempel P Velserfgle associemt all en fupkeon ¢ P—R B—R Vi (&, 3 ZE)

Des

Positiv konstene

Ft vekior&lt F ax lanservativt om det ar p2 formen F=Vd L ¢ katles 48 Potenticlen &l F

“ ¢ 5r ime unik T oken ha flem Potenticdes
“ Goredienten 0l fonkbner @R, B=R  &r Som  deavctor”
Pot@nbajw ar den primtva 'Funiummm il eut velter Bl

otentale f s inte  Glisd
Eu exempel P& lconsenvativa vekter Félt cr Graw: Ao G it

2 or en punkt med mosse m
F(P)= YravitcmonsPilama | en (Puﬂ[(t P

Stordek IP ‘r%\‘
Porentaleners. $= 1 * ( o)
Vé=-k me=mr

Pot@nt\alenerggm beor brug. P Leget Aén wmesscentrom

Totential finns inte cultid?

F(ac,9)= (-9,2)

Antao att det fans Vo= 3%.38)7 (09,20

3(32)- T8 - 85 (3% » -1 55(-9)- =901 ajds
Fo,9)=(-9,22) ar ¢ konservativt

Ett voduend®t llker Por att kops u-fGlE She exntere. &r aet - Vé=F=(F, R.FR)
de Vlandode derivotorns for en fonlbton ar Sommo => 35-3F 20-32 3R 3B

Vektam ?ktmnjs\/ewscﬂ IF“ _SF_ (P-R)  kwm - —km(P-R)
PPl P-R|® | P-R)?

och e ltescnn



Om F &0 konservativt, dus F=N¢ <& ar ¢ bes@amd Upp till en konstent Vo kadlor Gndé korvorna
bestamds v 9=C, Bc en lkonstemt C, for ekyipotentiolkorvor

— _ -P-)km q>; km N
Ex sewitation F= Terir , P emr TC

Ekvipotential av typen | P-Fo] = konstant

Z ) - o
T Fltbne  Elypatential kurvorne  Skér aditia falt Linjema orwogonalt < =>
)0t et od

— e
/\/*:I\X Crui Vé cr Ofﬁrj)aOﬁCJ il pivéytome, aill 4

Ex F(x,9)=(¢,-9), &r F konsenyativt?
Test: F=F,F)=0F +1r)= x1-97
oF =)

Fz

O=5%" "0
- oF
F1=0C=> 3570

Fa--%= 5% =0

Séet upp ekvasioner  Vo=(,-2) 1) ;—i:x
2) 55--9

[Nteyyrem 1) map X $=F 1y => d=F+C(9) Ir néson funktion (), dus obermende Gu
- >

S 2)= AT ) T C(w=-3

htearea map B Cl)="2+D  (ansterLedet, bewr enbare P Y=D |<on5tcmt>

=2

D +2) + Glning => 9= i (-5 -%D D konstant
Sanits check vao=(335)- (% 42)-(o,-2)

153 Linjeintegrader  / Korvintesyales

Om v har en korva, C, 1 romden effer plonet G¥ fangden Mellon Ponkt uid t=G oA
t=b for en pacmesnsemy T(e)= (X (D, ), 2 (+)) o ds =T (e ger zeer) " de

Om v har en fonktion =R il v jblond Mteotec, den suer T(c) e { tzngqs C
j‘c fds=§ Forw) |92 de

Hér &r ((t) en pParmm. au korven
Detydese -1 —— Lzngden
{50 ~> densieer per Lansd enhet

En hefix, tdnk en kedia med voiecnde €jociden 1 ()= ( cosce), Sinct) )
ot

Densitet  £(¢,9,2) T ==
Berdlns messe mestan  t-To, 2107

s = v (€) given
S;?: g clg = %Qs:li—zlgf = CsniErcosteO + 1 ={Z d¢

X 9

»

b . 2 2 2T T
_ a4 _ Cos'e dubbl oS24+ -
[ Fds= [33aimde- [3 < mde-Tigeeds [jesgan) - |3

N

Tzde= 21 7

I

z

N
-

54| Kurvintedrerine Langs velerféle
Heystadet (vor gok Demnn P& hogstodiet?) oCh Newton seyer att LJ=F s

NuU ull Denns at <= Sen kovas= C och kiaften T et vovierande Velser £4l¢
]’\(536\1\ X nou vod W blir

v Ence. kimften som rchnes o Projiceringen av F ner pg dr LJ=F-dr, Geminstene om i
5 0SS oandligr Lite. \ik=J Fdr



|BY | |ntesrenn3gﬁan35 vehserLalt

C - kuve i@ R

fc Fdr {F veleer b3

Rokna wt genom qet Paftin etnsec. kurvon F(t):(l)((t),5(*:),?(%)))éf':@,xclﬂ,dZ):(%/%%,%)clt
Det ér dock e altrd det richer mea en Parcmetr e

Exc Berckna kurvmesgieden favos velterdiltet F(x,0)=(2x+9, ) medan (0,0) & (1,1)
Largs tve olile. kurvor Y=o och Y=o

P etrl C=t, doc= 92 desdE | Fy=20c4Y=2ere =Dt
1) Y= = fc F-dr = fc(lx*'%)dx* > dY :{airaréiht)offﬁ = (9me, dm 28 ge-ge | Beoce

ch'&r:JBtdt stde= | Heoke- [HE:];:Z

2) 9=
R oc=t, 9-¢ ; ; N
dx- S de=de {L'ZIWLﬁJI* Iclt\:i 2t de+ t 2edt= £3tz+2fcltzf?*%l:2 LSOW\M& Sl/Cz/f>

do= SR de= 1t

Ex Somme korvor men  F o, 9)=(-9, )
1) x=9-¢ )
ferde=[-9darado- - tdestde-o

2) x=t, Y=¢° 1 1 i
SLF‘Q/\F: f‘t’)&r* xdy = I-ﬁﬁt*t]éder !tth=[%]a:jj (e/ 5vav\c\)

Faltet Fox,w=(22x+9,20) ¢r konservative ©=3+xy
Foo,o)=(-9, <) Gr [Nt Lomservatut

Dessotom: Mr konservasive, flter sa o en fotentred  $=xxo+C ¢ $(1,7)- $(0,0)= W
L=det Utrdttede cnrbesar

Om F ar kenservative = | Frdr  obeoende cw vaz medlen  Gndpoun keema,
Utan bouws punkternc 1+ 55 @ (R)- ¢ (P

Def
Ett omrdle Us® IR &r sammenhangonde om varje Por aw punkeer i U kan Stmmenbindas
med en kurua

Det
Ett oméde Ve® IR 6r enlete mmwanhar@qﬁd@ o yarje enkelt  Sluten korva
koﬂtmuer[}jt ke lkrompas ihop till en Pounkt

Ex

2 ar semmenhEnaande  men RN (0,0) ar g enkelt sammen hangende

Russele Croue's sats
Om O ar enkelt ammeohngande och  denvaustesterne v konservative, velkerfSlt gor igenom & &
feltet konservomiut !




Ex F-(3% 33 F\o—R
Kollo 35-3% > Vi ufl st porenticd bhy = areeen(2)

24 . -2 3 =

dx XY, 29T Xy

b ar o overame Jdefinecd , destn SEer NEgee om UMt

Sas.

Foliande > PEstéenden & huvalensc 1) F ar konservative
2) LFdr=0 om C ar en Sluten kura
%) JeFedr berr oo P& endpunlctena till C

E euis>
L och DO ar ekvivodenta < e
le. Fdr = [, Frde = [e, Frde - I, Frdrs J"C[Cw Fdr=0 a P &

1) = 3) a
F- 7o, (e Frdr= [0+ (5,2, 5 )de [ 38 30)- (5 2 - [ 208 248)de=l 38 de- 0(R)-4(R)

2)=1)

Om F- 98 och  L7tdr-o@)-¢() )

Enl 9t 3) kon U dednec ¢P -7 - der cth v ken Gma ast PO, R=dFdr man ken bfla ame
b ﬁpdr»r = ¢57-F

UrHeBtr\/kaaﬂ ¢ sa F=Vé ar en pim fonk ¢l F
Ex Descam a ¢b sa F-(0x9+z, X* bx-22) ar konservasut 4 berdkna integodon melan i Pun](CCf P&

en kurve som 3@"\‘ Welllu  Punkterna (O,“I,O} 4 (Q,B,Li)

% _ 2R 2% _ oF

@eﬂvmtest = o9 & ox oz

a Fz

aj:

- Qx ga %) b]b 4 —s Om F kans =2, b=1= F(2x vz, o x422)

1) 2) 3
Hitte. Potential - Vi soker &(x.ﬂlz) SG 5—35213%, %235,58%:3022
Integrere. aa etw ¢ Strok dobletter
Y Intedrec 2ocorz map x = F91zZx +C
) Integrem X MaP A = P+ C b=z
3) Ine A+2Z map z = Xz+ 2+

Senty check!
Dervem ¢ map oc, 9,2

[Fdr=¢Gsu)-0(0,1,0 = Ho



15 5] Yeintearoler o

| envariabel interemcs on ofo Langs en rak Line " 1 Llecyorr o Vi Codave coh INtegy et
korver 1 romden eder Plenee \i har @ven iNtegrawct OmYGden ®

Vi ul berdkng zfds dav R ar en Bea i+ T Genom core Powemetrisea Ston - 2= 2(0,0), 9= (U
z2-Z(U,v) ken v sore. sént coslt)

Frégan v at stéller oss ar  hur kon v Uttrycka 45 P¢ e bawe sa” 435=-E dudv-Hda

©,0)
- () - ()
o Aébd Yton ar ~retsngel rrpand au L9 v
(6N v
\//

. ar 3
Cvar du 4 dv 5mo ETS, Vod @ nu crecn cv den uppspanda rektcnﬂelm
AR =dS- 135S | dudv om dudv—0O

=) - 99 oz _ 22 39 (3x 3T 32 3z aia_ma_wa_x)
2= _abS Al OV du v, ow v Idu dv ‘aU* oV W pv

a‘r

Y5k

NOtC@\
(v Az X (%Y
Kf‘éﬁg@@clu'(t@ﬂ# < a(u v) a(u‘u) a(uv

abs( 7 ) = d5-((222) &35 (229)) duay

Sheccd ol
o= N, D=V , sz(ﬁc;i)) == 9“ av ( fu“ w, >
a: ar Q‘CUU v, ,—’\>




I5.5 [ Vtintegraler
Utﬁ“a Pen den povcmetrisecde Yron = A(UV)

NEENI(TNY);
Z= Z(u,V)
\/Oéu Q- Grean av rekten)
Pé Bleen” | f5¢hetdonde
dS= Ytarea-elementee - EZldudv +ill areom 1 Eysee bilden?

A
GQ < Greon Gv t’@ktomjé’J]V\ uppe = | Ax13)
o, or

: Formel som tdigove harlests  dS=153 dodv (553, 33 522)| dudv

Nateao
AxB= vektor Som har la“nfjd ‘area. som SPanns upp av AxGhJ men oY ocksé  Vinkelrax ynex
Planet  Som SPans upp av AL B, dus norma el Yean Vikeiot fsr P(@cl@mteﬁmﬁer

| eee SPecJQJJM Z=nf(3<,3) (funktionsoes) med A=, D=V, Z=\D(u,v) =>
N= (‘{u)"wpv, 1) = &$:m dudv

Om vi cnvander Sferiske. koordinarer - 20= 6. Cos® SN ¢
(Fe netrisen r‘w:,.] v sSkr mea (% 20—y D=0 Sin® siné =2 dS=c? sintdeda
- Z - CoS ¢

Jam&r med vglymelementer dV=R* snedRded@

Ex Fonktionsdtor  Z-Vag | 250

Berékna arean au den def au konen Som Ligger melowy O Z <1
Z\ /3Z \* 177,
Funktionsgec => 5= ((i)?) 35) "7> oedy

=i 3 d5-((F5) (7 1) by~ (F5 +585 71 ) doed 577 docly

a_< =)
>3~ g
IS = ({47 docds
hecrsems
Det ar en mfegrcﬁ Bver oY ¢
Vod g2r x £9 meton’ Nzo O Z sl 00Xty

/-/‘ Polar »pe/rm

g dvs HWJS: S{gpﬁdxd:k =77

\» 2. Arecn =Ter=c1=TC

E\x A=y, D=U-v?, Z= eVt Bestwerm aresn  Gu Yeon  Som moTsuares av o ok UHU%¢
Detto. ax Ngen oddig Lontonsyia

Séﬁ?) - Ll(kf*v‘) Polare. koesrdmedser

g—iﬁi; (V) = dS =4 V2 (W V) dady = f£f5° ﬂy'j:’f(kﬁ\/z)eluéu - {Zj%"}fd& losoan =
,9)_ ' e

A(u,v) gV

21T 1
HqZ | Irirdrdes Uyz 2w [S)- 247 7T

Daren | de exeripen Likner veqendie, ufr? Joj om =20V, 9=U-y7 Z= (vt =
A+ =2 Zro = Z=VawF | Emedersid Suljer de Sy &t 2T TTF V2 TC

Detts. eftersom exem ped 2 mte byuder 6 en  komrest PonTmesyises g Cu,-v) ger
Samme punke <om (U, V)



ovenfsr ¥ Vad ar ds? 3 hajd

dS= baglangdselemencer  _ d3-ds dz
JZ=/anja | Z-ged

. | Z2=0- planet

En 9. 98¢ LEngs en kurve D= 0 x9-plonet (2=0) & Upp till en kurva Z-2x
Vod ar areon till denrc gt o<1’

”&.5;&'“&2&5 . , . .
ds= I/“/wg(x)z doc-tcdx = [1d 3= JVA e dadx= J2x e doc - [dhe2ee - (odu- BU]-

fe~%
Ereoc)™ ] =32 1)-5 (- 1)

&S

v&w:\ C[DCC‘ij

OB G (x, 5,Z>=O, der Z entndigt bestamt aw X och 9 S& & d D=

156] Fladesintearale
En t9P av Spacecde arbetsmtegrales ([Fde) och aven Yeinegraler Hed dessa

efterstrévor Ui it madellec. 51 onde

Cavert et wektorfsle (hastighessfsit) | R € en gta vilken hastigheesféltet 9ar igenom kan ent
enleeft fall vore
Kucdrok  dav velwer fltet gér L Ytan

=~ Fladet borde dé varg (L’cihﬁd@n 28 Uektords [tet)(Gream e 3tcn>

Flsdet = Velrtor foltets |<om0m‘na/7/ter Uilke, &r sammrilkede med Q => (F' N)(df@alﬂ)
LR oeh F-N projicenngen gy F pa normodrilet ning

Yton

Form yea /%/7&\ — Flodesmteqral || F-RdS

Vi Nor Sedan tidigere formler fov d3 men vad Sor Ui med N7
Ovan ken skruas sem NdS=dS (eger 43) vilket ar négen form ow vekwsryearecelement’

J{FRds -, F-d3
Enhetsnommalen ken Peka &t tud hall och beseammer Ytons ofientering

Qm =, V), Y=8(uV) | Z-Z(uY) = ASJ%*%)A«A&\/: INTd oy
N=2r = d5S=Rds- i [NIdudv= Ndudv

ESNorMall

' ([
ar L ar [ dem 8E® a9 | = .
Porametniseat Lol G- av>'(Mﬂwkam,@,%&ﬁ)” d45= dudv

ar, o (P -
Funktions te =i, 9y, 2-Pea, o), (oo ) dudy = fo-f 1dudv

CJ(QC)B)\Z):O |mPI,Qt def vin (Z‘ emt:\énat bestamd av x Ltﬁ)-> Airi?fl dxdy



Ex Gesam Ffadesinteqmien dar F(o,92)- (30,55,1) Jenom Yean 2-2-F, begrensad av cylindern
e

F &r gven men w Sakner dS ooh mtegra{en

Ytan @ en quLA:n’cnSUta Z= Lo, 97 o gt => d§:f<‘fx,’?3, 'l) clocd ™y
[x-2x t(‘Qa@Ztﬁ, 1) doedy
fy--29

VEljer +

- /
Integraten I, Frd D=l (3. 1)-(-25,29,1) dacd o= JI,-25¢% e 01 dixd

Yo Z=29' Gr négon form Qv sadel mnuti cylindern g ct Dus omrddet u mteyecs Gver ar
XYt

2

a
g\fé\;%ﬁ}: g J(ZFZCOS@§|06+’|/2r1COS’e> rdrde

[ (Zo-2oet 1) doe iy - {gvemms

ESEeu



156 | Fladesinteqraler L
Ex B@Fé«kﬂ& ‘pédet genon Yeon @OV nifran

Dar sferen hor radie o £ i
St Plna Snitt Longs x=0, 9=0, >0 och Fg92)
Funktionsueer dS=(-fu,-fy, 1) dxdo

1 7 3 4

- >
fiBFANAS £ Ytan ar inte paametriserad au en enda ehvecion. Y Ytor %O, %6)@) Q
3) %% Il F-Rds JLFJS

CIS: Atarecelementer., aS= AxdY 1 o9 -koordinater
K= (0,0,-1) dor cre det peker neét

[[c 92X 0,0-1)=]] (0x:+09-2 )docds- [2-0]= O

) I, FaS={R-E BT 1] (az)(5 2,2) do= [ =84S ) € ds-a ]l Js-Z0
3 roa e

H)Omo]520;§ Arean(sfar med radie &)= & YUTTci= Fa?

1¢2) Likner B (\Dxdmﬁ o)

16.1] Diverse om div £ Curl
Olike sz ctt berGlina thippel- och dobbelintegraler men fréumst £lades- ach arbetsing

F Vektorfélt FWEEQTZ;, Fe—K
Om v har FR—=K Zitsesvi qet v ar P — genom att Sattken Flxv)- F1+Fi3+Ok
Lege in i VekrorPelt 1220

> 2 2
rPO"VVlIVIVIef om V:(’a—x,aa, 22,

Def

Dl\/: 1311\/6,(3@5:v.
DwF-V-F-(& & &)RRnr)- (5358
T

ar in est velderfSle, tetumerar en Skalarvard funkeion

Def

Curd =« ‘ s

. 2Fs 3R 9B _3R 3R _ D
Curd F=wF ?ii/’(aa 32 a3z ox . 9% aﬁj)
Ex

) O FR-T, Fouv- (R R O) S
Cort F-(0,0,32-38)- (32 53)X
2) Curd F=0 Motsvarcd exckt denvotcn for kansenctive vehtorfs |t

5)Dw kon var véldige Lae apr rékne ut
F: esn(&_«z))rﬂ Y Y+ smyz) 635)

Dl\/ F=O+D<_*O=:I.



L') F: ("ﬂi’),ﬁ?&), (2 konst
curt F-(32-8)k- - n)k-202k
OBS Curt “ser inte’ konseruativa, vektorfhlt men Ser rorer ande Vedutor 4616

Om ro=(cos(zt), sn(e) ar '®)=F-(-129,0x) 5§ 2 &r unkelhaStighet

,D'lv F ?

Vod ar dv F edentligen? “dv FLar en Skalar och JdivF(P) kommer \/ammutﬁlaa@ewnﬁlaq]e{
I en Liten omgpuningen till punkten P Dertc o en kensehvens an Gauf’, se Sercre kep

Ex Wonstant vektorfalt FC,9)=(1,1)
div F= g{' §n= O

[' &mpﬂing av [ )i/

% j cpctcmpm | en punkt (3692) vid en bidpunkt t

V= lkeningen Som ¢ Gkar mest 1 i en given Ppunkt
7. .
S, Varmellade div Vo= virmeflade wt- ;/drr?ef\é&s o BDUM&@Q S
2 2 2 2 2 2 \¢- EEA=
/ dive V- = V-Vé‘(ax,aw,az '(31,5‘3,& ¢ (ax‘l 3T, 321)43

Specellt V-vé=-Td= NG 4 onn ANé=O har v iNgen Varmespridning
Aliese ar temperatoren Stebil i tid
O$=0 Gr Varmeledningsekuationen (ueon +id)

Cug F?

Curd F &r en vektor Som ui tollkar P& flionde satt Ghiver en vekeer L2227, N=(6,b,¢)
CouZ F-N= Skalar
N 7
l

-

' Gx+b9ice-d

Krafrernc {or kugghjulet i Plonet Goctby+Cz=d Qb Snurrw. => Vinkel hastishet Som hjolet fir au den
her kra fren Ay Stokes sacs

L16.21 dentiteter

divV,  Ccuid  hof masse relatoner Se sats D!

A) VA(VxF)=0 F vektorlsle
h) V<(NVé) =0 D skaldr

(6.3 Careen's Theorem
Notvv/@okgrund ‘ f@;‘@ (envarre)

M(x)éaﬁﬂb)»l?(a) Men hor £aser vi mer generela ar betsyntegvales
=4 .?/L’P dar integralen mte baro. besor P& renden”

l, Frde- $(¥)- o (P)

Denns péstar art Grbetsintegreden il Tenden ow eee omrdde. B \Hag F-dr= fJQV*F-k-M:

[1,(3%- %) dxds .,
j 4 J{[Z&«

9=c
1 = =b
I heorem e >

d d d
” % - 35 )dlocd y- f,z Fedr = {F‘WS | 32 Jiedy den ondr Pss §= L IRb 9)-Fa9)]dy = [R(b9)ds - I Hia, 9)d 3=

EE 2]

. -b
{Ql’b@tsmtt'iﬂml@ﬂ Langs 7= f‘.g F-dr- J‘h(ﬁ)ﬁ)‘<oloco,d3>= faﬂjz:h’) 3‘%‘:01:



SR OF
Flx, 9= (9,0) B aa%: 1= Eazl“dr: ”121 dxdy= Grean il 72
Fla,9)-1(9,2)

Ex Fex,9)=(0,2) }
-

Del

Om FR°—R upplyller CULF=0 S& ar F virvel fritt



63| Careens Sats

@ F<ir) = L)q Fdr - Hzcurf F-kdp= ffﬁ(i—?-%%ww
landen = IR

r\ktﬂvnﬁ ‘p5 R

IR har en rikening /orientering Grundideen G ast @ For am f& motsatt 1 kening negerer
— Man Ut gcket

3#;‘) ﬁ-(“i@) Careen ”Qaa_iz'%%clxéf [To-(1)docdy= 1] cbeal9 = Arean av R
5 g(

R
1\}\ Paometri seo. 9=t ,x-a, d9=dt , daxe=0 = f—ﬂ’\‘lxzo
2) Samma Som 1)
3)9=0, x-t = d9=0, dx=1 = JOd9u=0
‘:)%mmw,sqmj 9=f(6),x=¢t Getsb (mators = b—c) | d9=L'(0)at , doc=dt
YD*AC\JG Sfe)de=Ifoodt

@D

3,0)dr=- [9ccr Od3 = [~ Ydce [ "9dac+ [;9dx + -« Fydx-

b
CY@@ Sa9er PArea (R) = J\f(t)atzjalf.&r

Ex DBedlna arbetsintegmlen Gver B - hsave halyan au  enhetsdisken dax F=(9% )

V& approocher
1 Pawmetrisec e korvor (F och D) och bed ki de 8 arbersintearalerna

Q Cﬂ‘ee/n’
[, F-aR- [l (%-% )dxdn® Jlo (1-29)doedy= [ 1aoeds- {29y

TVé afternasv i9en 1 Rolam keordinater
2 Vars Listio

[9dxdy  tyngdponke 1 Yled for demsiecet 1

O
“ﬂclxé Y- Arecn(R)= %: z }“2“30'3&65 ={ 11 docd3 ~ Och Guen medoyardet till 3 3’ -2 ( Hreon(@)'W%Q
Viete Ero= %

Bz Rékna ut croetsintegreden for ) ((Crheldelon w o korvan) mea samma vekter falt
Doblem Kurvan ar inte Sluten, men om v fagaer till  X=O S8 £8r ui Samma omré de 19en
f) Fedrt [ Fedr - fDPdr = { Samma som s b=

For at Lo Ut var bg; méste U hike [.Fdr  Purometrisec I=t, t qar fren 1 —-1,2:0
dx=0O | d9=dt

EF-CW:ZJ Ydx+odw=0 = j)}:{av;;,o -z

16.4)] GioyB3 divergenssats
Gireens idé G ath suerfore. en arbetsintegral sver en rand il en dubbelintegrel au det inre
Gaups 1d€ G ast Guerdare en Pladesintegrod over ronden il négor  till en trippelittegred  Suer det inre

Gaup dvegenssats

Guver ett omréde i B (ex en boll men inte en Sfar (Sfaren @r bam 5J<oje/t>)
wg(éw F)dV= [l F-RIdS- [a F-dS  dar L1desmtedcalen cltid pehor Lt Pién omrddet



Bevis
Fyll Upp omréder med boxar Flgdes mte,ﬁmjﬁﬂﬁpc?f tué boccey Som Ligger dils an Gr densamma Som om
de béda var en ster box  (Skarven =0) L Kol Ps natet

Dol med radie €

S

1 )
Vi f8r en tollning ou VF  Hedefvardeshilde, runt en punkt P__div F(e)- & \/o\(ij/.r”BL&\VF dV = .
L 9 P
Moo saqer Gaufs att Summan au alt kélProdukeion | Rar |5 = Hag Feids - o ({2 )

flsder ot or¥
Ex Berdknoe Ladet 0t Ur sEren Med rode © ochcencrom 1 (G,b,c) => (x-c)r (4 BF +(z-C)= A
Goup (LFRds= 11l du Fdv=§{lg s o2z dv

Alt 1 Sfariska  keordinater = =0+ Rcos@Osin@
D= b*@&ﬂ@%lﬁ 9 [(ﬁe )Obblat atl hka &U
Z=C+Rcos ¢

Atts Detrakia I3V som ~ tumgdponke i Y-sted

”g IdV _ b (Sﬁmmo salk %r X-Led och Z—,Zael)

[Ir Qv

ITudv= fldy b= S b =[] Fd3= 44 (6++2C)

Notera !
Sékes Lladet 1mnét Negercr man -

Exc Derékna utlladet en en tecrmeder (Pyramd) vilken begvansas au  koordinatcodarna samt
429376 F=(0,z, 0)

Alt 1 Parametriser de L Sidorna till omré det
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